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1. Problem povrsine
2. Integralna suma

Definicija odr&lenog integrala
Newton-Lelbnitz-ova formula

Supstitucija kod odm@enog integrala

Svojstva odrdenog integrala
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’roblem povrsSine-povijest

= problem r&unanja povrsine ravninskih likova star je
vise od 4000 godina
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stari Egipcani (2000-1800 g.p.n.e.)
- poznavali su pravila za cananje povrsine i
volumena jednostavnijih objekata
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problem r&unanja povrsine ravninskih likova star je
vise od 4000 godina

stari Egipcani (2000-1800 g.p.n.e.)
- poznavali su pravila za cananje povrsine |
volumena jednostavnijih objekata

stari Greci s Talesom(585 g.p.n.e.)

- sistemattno izvode formule za volumen kocke,
- Arhimed (250 g.p.n.e) u dokazima koristi
metodu ekshaustije ("Iscrpljivanja“):

ideja je prekriti lik nizom pravokutnika ili u lik
upisati pravokutnike, tada povrsSinu promatranog
lika aproksimira zbrojem povrsSina pravokutnika
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problem: izraCunati povrsSinu pseudotrapeza
(krivuljni trapez)!
preciznije: odrediti povrsinu skup@, gdje je

P={(z,y):a<x<b 0<y<f(r)}

f je neprekidna nd = |a, b i f je nenegativha na.

y f(x)
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’roblem povrSine-subdivizija

Podijelimo segment nan podintervala.
Konacan skup toakaP = {xg, z1, ..., x, } Za koje
vrijedi:

a=Tp<T1<x90<..<xp=0>

nazivamosubdivizija ili particija segmenta I.
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’roblem povrSine-subdivizija

Podijelimo segment nan podintervala.
Konacan skup toakaP = {xg, z1, ..., x, } Za koje
vrijedi:

a=Tp<T1<x90<..<xp=0>

nazivamosubdivizija ili particija segmenta I.
duljina podintervala:

AQZZ' — Xy — Lj—1, Vi = 1, ceay T

b— a

n

Ako je Ax; = h =
ekvidistantna.

, Ve =1,...,n sudivizija je
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’roblem povrsSine

problem: aproksimirattemo povrsSinu pseudotrape”a

= odredimo jednu subdiviziju segment&ako smo
opisali
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problem: aproksimirattemo povrsSinu pseudotrape”a

odredimo jednu subdiviziju segment&ako smo
opisall

pravcimax = z;, Vi = 1,...,n, n € N podijelimo
pseudotrape? na manje pseudotrapezt

jer je funkcija f omedena nal, omadena je | ha
svakom podintervallr; i, x;| = postoje

= min{ f(x)|zr € |[v;_1, 2], Vi=1,...,n}

= max{f(x)|r € ;i 1,z;], Vi=1,...,n}
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opisatcemo pravokutnikes; svakom pseudotrapezu
P;, tako da duljina baze pravokutnia iznosi Az;,
a visinal/;

O intearala—p. 6/19



upisatcemo pravokutnike; svakom pseudotrapezu
P;, tako da duljina baze pravokutnikaiznosi Az;,
a visinam,
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’roblem povrsSine

® izraCunajmo povrsSinu svih opisanih pravokutnika:

=1
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’roblem povrsSine

® izraCunajmo povrsSinu svih opisanih pravokutnika:
1=1

® izraCunajmo povrsSinu svih upisanih pravokutnika:

n
S = E m; - Ax;
i=1
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’roblem povrsSine

® izraCunajmo povrsSinu svih opisanih pravokutnika:
1=1

® izraCunajmo povrsSinu svih upisanih pravokutnika:

n
S = E m; - Ax;
i=1

UoCimo:
s< P<S
Sto jen veti to je aproksimacija ttnija!
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’roblem povrsSine
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|zraCunajte povrsSing' | s za dane
funkcije:

a) f(x)=2x,gdejex e [O, 1] uz zadanu
subdivizijuP = {O — = 1}

b) f(z) =1— a2 gdjejex € [0, 1] uz zadanu
subdivizijuP = {O — = 1}

DERINIE subdivizijaP ekvidistantna?
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alna suma

ka je nadalje; € [z;_1,x;], Vi=1,....nt].

T < ¢ <o



ntegralna suma

» neka je nadalje; € |z;_1,x;], Vi=1,...,nj.
Ti1 < ¢ < X

m tada vrijedim; < f(¢) < M;, Vi=1,...n
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ntegralna suma

» neka je nadalje; € |z;_1,x;], Vi=1,...,nj.
Ti—1 X6 ST

m tada vrijedim; < f(¢;) < M;, Vi=1,...n
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So=> flc)- Az,
1=1
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ntegralna suma

® neka je nadalje; € |z; 1, x;|, Vi=1,...,nj.

Ti1 S ¢ S

m tada vrijedim; < f(¢;) < M;, Vi=1,...n
= definirajmo novu sumu

So=> flc)- Az,
1=1

= uoCimo da vrijedi

S<S()<S
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neka jef neprekidna naa, b], tada definiramo

b

f(x)dz = 7}11{)10 S:nf(cz) - Ax;

V4
o i=1

a- donja granica
b- gornja granica

Limes integralne sume
je jednak odrdenom
(RIEMMANOV-om) integralu

. vrijednost odrdenog integrala ne ovisi 0
subdiviziji ‘P, niti o izboru brojac;!
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Jdredeni integral-definicija

- |zraCunajte integralnu sumu za funkciju
f(x) = x + 1 naintervalua, b, zatim izr&unajte
limes te integralne sume, tj. odleni integral.
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Jdredeni integral-definicija

- |zraCunajte integralnu sumu za funkciju
f(x) = z 4+ 1 naintervalua, b, zatim izr&unajte
limes te integralne sume, tj. odleni integral.

- |lzraCunajte povrsinu ispod krivulje
f(z) = z* na segmentln, b] uz poma integralne
sume.
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lewton-Leibnitz-ova formula

Postoji veza izm@u neodrdenog | odrdenog integrala.

Nekajef: I —- R

neprekidna nd. Neka jeF : I — R primitivna funkcija

funkcije f(x

/f
3 3
/azzd:z;:x—
| !

). Tada vrijedi:
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Jdredeni integral-supstitucija

= U zadacima u kojima se koristi supstitucija se
mijenjaju granice integrala!

 t=x+1
3 4 11
— t2
/ v+ ldr = di = da :/ Vidt = =
=3 +1=4_
9 9 9

= =~ 12=-1+42=1

V4 V12

Sl



Jdredeni integral-supstitucija

Supstitucija kod parcijalnog integriranja

= U zadacima u kojima se koristi parcijalna integracija,
granice integrala ostaju iste!

m
/1 . {u:xidu:daj
T-e'dr =
0 dv = e*der = v = e’

1 1
= x-e” —/ e’dr = (1-e'—0-€")—e”| =e—(e'—€") =0
AL




>V0jStva odredenog integrala

= Ako su obje granice jednake integral je jednak O

/a " H@)dz = 0
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>V0|Stva odredenog integrala

= Ako su obje granice jednake integral je jednak O

/a " H@)dz = 0

= Ako granice zamijene mjesta, integral mijenja
predznak

/a b f(x)ds = — /b f(@)dr. a < b
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>V0|Stva odredenog integrala

= Ako je ¢ € |a, b], vrijedi aditivhost

/f dx—/f dx+/f
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>V0jStva odredenog integrala

= Ako je ¢ € |a, b], vrijedi aditivhost

/f dx—/f dx+/f

= Homogenost:

/a f o) = ¢ / )



>V0jStva odredenog integrala

= Ako je ¢ € |a, b], vrijedi aditivhost

/f dx—/f dx+/f

= Homogenost:

b b
/ cf(a:)da::c/ f(x)dx
= Linearnost:

/ab f(z) £ g(x)| dz = /abf(a:)da: == /abg(x)dx




Neka je funkcijaf : |a,b] — R neprekidna na
segmentua, b]. Tada postoji tokac € |a, b] takva da

vrijedi:
/ f(x)dz = £(c)(b— a)

za neprekidnu funkcijy mogtce je pronai takav
c € |a,b| da je povrSina pseudotrapeza ispod krivulje
jednaka povrsini pravokutnika baze- a 1 visine

f(c)!
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