NEODREDENI INTEGRAL

Tehnike integriranja

1. Integriranje racionalne funkcije
2. Integriranje nekih iracionalnih funkcija
3. Integriranje trigonometrijskih funkcija
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anjeracionalne funkcije

= PONOVIMO:




Ategriranjeracionalne funkcije

= PONOVIMO:
= Racionalna funkcija je kvocijent dvaju polinoma

fla) = 22

q(z)
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PONOVIMO:
Racionalna funkcija je kvocijent dvaju polinoma

fla) = 22

q(z)

Prava racionalna funkcija je ona kod koje je stupan]
polinoma u brojniku strogo manji od stupnja
polinoma u nazivniku

o) = 2t

n<m 1 ne&ez, meN
Gm (T)
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Ategriranjeracionalne funkcije

Opis postupka:

= svadenje racionalne funkcije na pravu racionalnu
funkciju:
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Opis postupka:

svadenje racionalne funkcije na pravu racionalnu
funkciju:

prona&i nultoCke nazivnika racionalne funkcije,

rastaviti dobivenu funkciju na parcijalne razlomke,
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Opis postupka:

svadenje racionalne funkcije na pravu racionalnu
funkciju:

prona&i nultoCke nazivnika racionalne funkcije,
rastaviti dobivenu funkciju na parcijalne razlomke,

Integriranje parcijalnih razlomaka,
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Ategriranjeracionalne funkcije

Svadenje na pravu racionalnu funkciju:

» eliminacija zajedrakih nultacki
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Ategriranjeracionalne funkcije

Svadenje na pravu racionalnu funkciju:

» eliminacija zajedrakih nultacki
= dijeljenje brojnika s nazivnhikom
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Ategriranjeracionalne funkcije

Svadenje na pravu racionalnu funkciju:

» eliminacija zajedrakih nultacki
= dijeljenje brojnika s nazivnhikom

q(z)
s(x)- rezultat dijeljenja
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Svadenje na pravu racionalnu funkciju:

eliminacija zajedrakih nultocki
dijeljenje brojnika s nazivnikom

fla) =253 = s(a) + 20

s(x)- rezultat dijeljenja
r(x)-ostatak kod dijeljenja

Definiciia intea

rala—p. 4/18



anjeracionalne funkcije

3
ey 10: Izraf:unajte/ﬂj +xd:z;

|



Ategriranjeracionalne funkcije

3
Primjer 10: Izraéunajte/ :z:2 i " dx
xs — 1
Zadana funkcija nije prava!
Svedimo ju dijeljenjem na pravu:
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Ategriranjeracionalne funkcije

3
Primjer 10: Izraéunajte/ :z:2 i " dx
xs — 1
Zadana funkcija nije prava!
Svedimo ju dijeljenjem na pravu:

3+ 2
= I
| 2 — 1
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Ategriranjeracionalne funkcije

3
Primjer 10: Izraéunajte/ :132 i " dx
xs — 1
Zadana funkcija nije prava!
Svedimo ju dijeljenjem na pravu:

13 + x 27

X2 1::]j 21

3
T’ -+ 27
/$2_1:/$dx—l—/$2_1d$
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Ategriranjeracionalne funkcije

3
Primjer 10: Izraéunajte/ :132 i " dx
xs — 1
Zadana funkcija nije prava!
Svedimo ju dijeljenjem na pravu:

3+ 27

_ |
2 —QZ‘l 2_1

/:B3+:c /d+/
rdr
2 —1
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Ategriranjeracionalne funkcije

3
Primjer 10: Izraéunajte/x +xdx

|

Zadana funkcija nije prava!
Svedimo ju dijeljenjem na pravu:

3+ x | 2
2 _ ::1:. 22 1
73
+x
/932_1 /xdx—l—/

$

7
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Ategriranjeracionalne funkcije

3
Primjer 10: Izra(“:unajte/aj +xdx

|

Zadana funkcija nije prava!
Svedimo ju dijeljenjem na pravu:

3+ | 27
2 _ :5’7' 22 1
73
+x
/932_1 /xdm—l—/
72

$

7 9

t=a2—1
dt = 2xdzx

:—+1n\t\+c—§+ln\x — 1|+ c
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Ategriranjeracionalne funkcije

Primjer 11. Rastavite funkciju

32 —br +1
(x4 + 22) (2?2 — 2 — 6)(z + 2)

na parcijalne ralomke ne¢anajlci koeficijente.

fz) =
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Ategriranjeracionalne funkcije

Primjer 11. Rastavite funkciju

32 —br +1
(x4 + 22) (2?2 — 2 — 6)(z + 2)

fz) =

na parcijalne ralomke ne¢anajlci koeficijente.
NEREIE

A A B C ¢,  Dz+E

/() r 22 -3 z4+2 (422 2241
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Integriranje parcijalnin razlomaka r&@<e nije tesko.
Dva kompliciranija tipa:

A

(@ + )" a#0 1 neN, AabelR

ax n

/ A g t=ax+0b _é @_
(ax +b)» | dt=adx | a ) tr
A B

a Qf;+ SIR b>* —4dac<0i A B,a,bceR
ax X L

mi cemo rjeSavati sltaj samo kad je = 1
svadenjem na potpuni kvadrat
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anjeracionalne funkcije

/ dx / dx
Y 8: =
r? —2x + 3 (x —1)2+2




anjeracionalne funkcije

/ dx / dx
Y 8: =
r? —2x + 3 (x —1)2+2

t=x—1
dt = dzx




anjeracionalne funkcije

/ dx / dx
Y 8: =
r? —2x + 3 (x —1)2+2

|t=x—-1] dit
| dt=dx | | t2+2




Ategriranjeracionalne funkcije

o dx dx
Primjer 8: / :/
r? —2r + 3 (x —1)2+2

|t=x—-1]| dit
| dt=dx | | t2+2

1 {
— — arctan — + ¢

V2 V2

;5 arctan &= f + c
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Primjer 10:

/x3+a: /d+/
xdzx
| 5132—1

Rijeéimof x%fldx tako da rastavimo pravu racionalnu

funkciju na parcijalne razlomke

2x_A B

2—-1 z—1 x4+1

metodom neodienih koef.A = 11 B = 1 pa slijed

27T
332 = 1daj n T + 1 L — 1 1n ‘aj—l_l‘_I_lIr)lf‘aj tequ‘—l;/i




Integral oblika:

&$+b§% a$+b§§
!/iR x,<6$ d) ’(cm d) ... | dzx,

gdje je R racionalna funkcljap, ¢1, p2, q2, ... € Z
rjlesavamo supstitucijom

ax+b_
cx +d

n
)

pri cemu jen najmanji zajedruki visekratnik brojeva
41,42, ---
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jenekih iracionalnih funkcija

Yy 12:

€T 2x+3:t3=>x=t32_3
dxr = .
2z + 3 2dx = 3t°dt




itegriran) e nekih iracionalnih funkcija

Primjer 12:

/ T 2x+3:t3:>x:t32_3
dxr = ;
v/2x + 3 2dx = 3t°dt
t33 3

3
—tzdt t* — 3t)dt
7= [t
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itegriran) e nekih iracionalnih funkcija

Primjer 12:

/ T 2x+3:t3:>x:t32_3
dxr = ;
v/2x + 3 2dx = 3t°dt
t33 3

3
-—tzdt t* — 3t)dt
7= [t

3t 9¢°
45 49

Definiciia intearala-—po. 11/18



itegriran) e nekih iracionalnih funkcija

Primjer 12:
/ x 2a:+3:t3:>x:t32_3
dr = ;
v/2x + 3 2dx = 3t°dt

t3 3
3 3
—tht / (t* — 3t)dt

\/ 4
3t°  9¢t?
4 5 4 2

3 9
= 59\ (2513—|—3)5—§\3/(2:U+3)2+c
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itegriran) e trigonometrijskih funkcija-1.tip

/Sinma: -cos" xdxr, gdjesu m,n N

a) ako jem = 2k + 1 neparan broj, onda gornji integral
rjesavamo supstitucijom= cos x:

: : { = cosx
sin?® ¢ - sinz - cos™ xdr = :
dt = — sin xdx

= —/(1 — )" .t dt
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p) ako sum = 2k 1 n = 2[ parni pozitivni brojevi, onda
Integral svodimo na 1. tip uz porno
trigonometrijskih formula:

. 9 1 —cos2x
SIn” & =
2
2 1 + cos2x
CoS” & =

2
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jenekih iracionalnih funkcija-1.tip

13:

sin® z cos® zdr = / (1 — cos® x) cos’ x sin zdw



itegriran) e nekih iracionalnih funkcija-1.tip
Primjer 13:

/ sin® x cos® xdx = / (1 — cos® x) cos’ x sin xdw

» I = Ccosx . L 2\,5
{dt—sinzdz} /(1 r)tdt
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itegriran) e nekih iracionalnih funkcija-1.tip
Primjer 13:

/ sin® x cos® xdx = / (1 — cos® x) cos’ x sin xdw

_ I = cosx _ 2\45
{dt—sinxdm} /(1 r)tdt
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itegriran) e nekih iracionalnih funkcija-1.tip
Primjer 13:

/ sin® x cos® xdx = / (1 — cos® x) cos’ x sin xdw

_ I = cosx _ 2\45
{dt—sinxdm} /(1 r)tdt

C086 X 0088 X

6 3
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itegriran) e trigonometrijskih funkcija-2.tip

/ sin(az) sin( Bz )dz. / sin(a) cos(Bz)dz,

| /Cos(ozx) cos(fx)dx, gdje sua, B € R.
takve integrale rjeSavamo uz pomminig. formula:

sin(ax) sin(fzx) = %[cos(oz — B)x — cos(a + B)x|

sin(ar) cos(Bz) = %[Sin(oz _ Bz +sin(a + B)a]

cos(ax) cos(Bx) = i[COS( oa— B)x +cos(la+ Rl



jetrigonometrijskih funkcija-2.tip

o 14

1
2x cos 3rdr = 5 /[Sin(Z — 3)x + sin(2 + 3)x|dx




itegriran) e trigonometrijskih funkcija-2.tip
Primjer 14:
. 1 . .
/sm 2x cos 3xdx = 5 /[8111(2 — 3)x + sin(2 + 3)x|dx

1
=5 /(— sin x + sin bx)dx
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itegriran) e trigonometrijskih funkcija-2.tip
Primjer 14:

1
/sin 2x cos 3xdx = 5 /[Sin(Q — 3)x + sin(2 + 3)x|dx

1
=5 /(— sin x + sin bx)dx
1 1

— §cosx—ﬁcos5x+c

Definiciia intearala — . 16/18



/ R(sin x, cos x)dx,
gdje jeR racionalna funkcija svojih argumenata

supstitucijonmt = tang svodimo na integral
racionalne funkcije
1z supstitucije se lako mogu izvesti sljeaeformule:

2dt
xr = 2arctant, dr =
1 + 2
, ot 1 — ¢
sin & = COST =

1+ ¢2 1+t
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jetrigonometrijskih funkcija-3.tip

15:

2dt
. - 2
cos  + 2sin 1—t= , 4
+ T+ 3 e e 3



itegriran e trigonometrijskih funkcija-3.tip

Primjer 15:

] 2t
. _ 112
/cosaz+281n:1;+3 /1—’52 L2039

1+t2 1-4+¢2

2dt
— 9 1+¢2
_ 1—12+4¢t+3+3¢t2

1-++¢2
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itegriran e trigonometrijskih funkcija-3.tip

Primjer 15:
2t
: _ 1—t2 At
COST + 2sinx + 3 e T e T3
2dt
— 9 1+t2
_ 1—t2+4+4¢43+3¢2

1-++¢2

_2/ dt _/ dt
B U2+ 4t +4 | 24+92t+2
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itegriran e trigonometrijskih funkcija-3.tip

Primjer 15:
2t
COST + 2sinx + 3 e T e T3
2dt
— 9 1+¢2
_ 1—t2+4+4¢43+3¢2
14+¢2

_2/ dt _/ dt
B U2+ 4t +4 | 24+92t+2

/ i arcta (1+ta :13) + c
- — ar 11 11 —
(t+1)2+1 2
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